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1 Cel éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest zapoznanie sie z koncepcja analizy sygnatéw okresowych w dziedzinie
czestotliwodci za pomocy szeregéw Fouriera. Poznanie sposobéw wyznaczenia wspotezyn-
nikow rozktadu sygnatu, przeksztalcenia ich do formy amplitudowo-fazowej, stosowania
szybkiej transformaty Fouriera FF'T oraz badania procesu probkowania i idealnej rekon-
strukeji sygnatow za pomoca srodowiska Jupyter Lab i bibliotek jezyka Python.

2 Wstep teoretyczny

2.1 Czym jest szereg Fouriera?

Wyobrazmy sobie, ze kazdy dzwigk instrumentu lub sygnat elektryczny, ktory jest powta-
rzalny (okresowy), mozemy "rozebraé na czesci pierwsze”. Te czesci to najprostsze fale:
sinusy i cosinusy o réznych czestotliwosciach i amplitudach. Jean-Baptiste Joseph Fourier
udowodnit, ze kazda funkcje okresowa f(t) spelniajaca warunki Dirichleta mozna zapisaé
jako sume nieskonczonego szeregu funkcji trygonometrycznych.

Dla sygnalu o okresie T' i czestotliwosci podstawowej fo = 1/T (czestosé kotowa wy =
27 /T), szereg Fouriera przyjmuje postac:

f(t) =ao+ > [ak cos(kwot) + by sin(kwot)] (1)
k=1
Gdzie:
® ay = %fOT f(t)dt — sktadowa stata (Srednia wartosé sygnatu).
° qp = % fOT f(t) cos(kwot)dt — amplitudy sktadowych cosinusoidalnych.

o b = % J& £ (t) sin(kwot)dt — amplitudy sktadowych sinusoidalnych.

2.2 Posta¢ amplitudowo-fazowa

Cho¢ zapis z ay, 1 by, jest matematycznie wygodny, w technice czesciej operujemy amplituda
i fazg danej harmonicznej. Mozemy to zapisac jako:

fit)=co+ i cx cos(kwot — @y) (2)

Zaleznosci miedzy wspotczynnikami:

e ¢, = /ai + b — amplituda k-tej harmoniczne;j.

e ¢, = atan2(by, ax) — przesuniecie fazowe k-tej harmonicznej.

® Cop — Q.
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Zauwaz, ze postaC ta jest bardziej intuicyjna: méwi nam ”jak silny”jest dany sygnal o
czestotliwodci k - fy 1 o ile jest ”przesuniety”’ w czasie.

Warto wiedzieé N

0 Zauwaz, ze do wyznaczenia przesuniecia fazowego wykorzystano funkcje

w atan2(by, ai), a nie standardowy atan(Z—i). Przeciwdziedzina funkcji atan to
przedziat (—7, 7), nie obejmuje petnego kata 2 - 7. Aby jednoznacznie okresli¢
kat, trzeba rozpatrzy¢ znaki przy wspotczynnikach ay i by, ktore wskazg w kto-
rej ¢wiartce uktadu wspétrzednych na ptaszezyznie, np. zespolonej znajduje sie
punkt, a nie tylko ich iloraz.

2.3 Prdébkowanie i twierdzenie Shannona-Kotielnikowa

W systemach cyfrowych sygnatl ciagly zamieniamy na ciag probek w odstepach 7.

Aby sygnal byl w pelni odtwarzalny, czestotliwo$¢ prébkowania f, musi
by¢ ponad dwukrotnie wieksza od najwyzszej czestotliwosci sygnatu f,q..

(fs > 2fma:(:)-

®

Ztamanie tej zasady powoduje aliasing — btedne naktadanie si¢ widm.

2.4 Transformata Fouriera i FFT

Dla sygnatéw nieokresowych stosujemy Transformate Fouriera. W komputerach uzywamy
Dyskretnej Transformaty Fouriera (DFT), a jej szybki wariant FFT (Fast Fourier
Transform) pozwala na blyskawiczne obliczenia dzieki metodzie ”dziel i zwyciezaj”, redu-
kujac ztozono$é z O(N?) do O(Nlog N).

2.5 Idealna rekonstrukcja - funkcja sinc

Sygnat sprobkowany mozna idealnie wygtadzi¢ do postaci ciaglej sumujac funkcje
sinc(z) = % Kazda prébka staje sie "wagg’dla funkcji sinc, a ich suma wypelnia

przerwy miedzy punktami, tworzac oryginalny przebieg.

2.6 Czym jest aliasing?

@Aliasing (z ang. alias) to zjawisko ,podszywania sie” wysokich czestotliwosci
pod niskie. Dzieje sie tak wtedy, gdy probujemy przetworzy¢ sygnat analogowy
na cyfrowy, ale robimy to zbyt rzadko (zbyt mata czestotliwosé probkowania).

E Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez Politechnika Warszawska

dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska

Plac Politechniki 1
00-661 Warszawa

www.pw.edu.pl

2 /20



& OMNISD

sC.

s 7

s 7

Otwartoé¢. Modernizacja. Nowoczesno$¢. Integracja. Spoteczno

1. Intuicja: Efekt , krecacych sie kot” w filmach Kazdy z nas widziat w filmie samochod

jadacy szybko do przodu, ktoérego felgi wydaja sie kreci¢ powoli do tytu lub staé¢ w
miejscu. To jest wlasnie aliasing wizualny.

e Kamera robi np. 24 zdjecia na sekunde (probkuje obraz).

e Jesli koto obraca sie tak szybko, ze miedzy jednym a drugim zdjeciem wykona
prawie pelny obrét, nasz mozg ,potaczy kropki” najkrétsza droga.

e Zamiast zobaczy¢ szybki ruch do przodu, widzimy powolny ruch wsteczny.
Kamera nas oszukata, bo byta za wolna.

. Mechanizm powstawania: ,.f.aczenie kropek” Wyobraz sobie bardzo szybka sinuso-

ide (np. 100 Hz — drga 100 razy na sekunde). Jesli zmierzysz jej warto$¢ (sprébkujesz
ja) tylko 110 razy na sekunde, to Twoje punkty pomiarowe beda wypadaé¢ w tak nie-
fortunnych miejscach, ze gdyby$ chcial je potaczy¢ ptynna linia, wyjdzie Ci bardzo
wolna fala ( 10 Hz).

Komputer nie wie, co dzialo sie miedzy prébkami. On widzi tylko punkty i zaktada,
ze sygnal jest najprostszg mozliwg fala, ktora przez te punkty przechodzi. W ten
sposob sygnal o wysokiej czestotliwosci ,,zatozyt maske” sygnatu o niskiej czestotli-
wosci.

. Dlaczego to jest grozne w pomiarach? Jesli mierzysz drgania maszyny i wystepuje

tam szum o wysokiej czestotliwosci (np. 950 Hz), a Twdj przyrzad probkuje z cze-
stotliwoscia 1000 Hz, to aliasing sprawi, ze na wykresie zobaczysz wyrazny prazek
o czestotliwosci 50 Hz.

e Zaczniesz szukaé usterki zwiazanej z siecia elektryczng (50 Hz).

e W rzeczywistosci problemem jest zupetnie inny element drgajacy z czestotli-
woscig 950 Hz.

e Blad aliasingu jest nieodwracalny — po nagraniu sygnatu nie da si¢ juz odroznic,
co bylo prawdziwa informacja, a co ,duchem” powstalym przez zbyt wolne
probkowanie.

4. Jak sie przed tym broni¢?

Sa dwa sposoby:

(a) Zasada 2x (Twierdzenie Nyquista): Probkuj zawsze przynajmniej 2 razy szyb-
ciej niz wynosi najwyzsza czestotliwos¢, ktorej sie spodziewasz. Jedli sygnat
ma 20 kHz (granica stuchu), ptyta CD musi mie¢ ponad 40 kHz (stad standard
44.1 kHz).

(b) Filtr Antyaliasingowy: Zanim zamienisz sygnal na cyfrowy, przepusé go przez
filtr dolnoprzepustowy, ktéry ,,odetnie” wszystkie czestotliwosci wyzsze niz po-
towa Twojego probkowania. Lepiej straci¢ troche wysokich tonéw, niz pozwoli¢
im ,udawa¢” niskie tony i zepsu¢ caty pomiar.
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3 Czes¢ praktyczna — Zadania

Uruchom $rodowisko Jupyter-Lab, utwérz nowy Notebook i wykonaj poszczegdlne pod-

4 Zadania do wykonania

1. Zadanie 1: Wyznacz analitycznie wspétezynniki ay, by fali prostokatnej (SymPy).
2. Zadanie 2: Zrekonstruuj sygnatl z ¢, ¢y i poréwnaj z oryginalem dla réznych N.

Zadania 1 i 2 zostaty uwzglednione w jednym kodzie przedstawionym na listingu 4.1.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import sympy as sp

# Definicja symbolt

t, T, k = sp.symbols("t T k", real=True, positive=True)
A =1

T_val = 2 * np.pi

omegal0 = 2 * sp.pi / T

# Definicja funkcji prostokatnej (jeden okres)
f_t = sp.Piecewise((A, t < T / 2), (A, t >=T / 2))

# Obliczante al
a0 = (1 / T) * sp.integrate(f_t, (t, 0, T))

# Obliczanie ak © bk (symbolicznie)
ak_expr = (2 / T) * sp.integrate(
f_t * sp.cos(k * (2 * sp.pi / T) * t), (t, 0, T)
)
bk_expr = (2 / T) * sp.integrate(
f_t * sp.sin(k * (2 * sp.pi / T) * t), (t, O, T)

)

print(£"a0 = {a0}")
print(f"ak = {sp.simplify(ak_expr)}")
print(f"bk = {sp.simplify(bk_expr)}")

# Konwersja na funkcje numeryczne
def get_coeffs(n_max):

coeffs = []

for i in range(l, n_max + 1):
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a_val = float(ak_expr.subs({k: i, T: T_vall}))

b_val = float(bk_expr.subs({k: i, T: T_vall}))

ck = np.sqrt(a_val**2 + b_val**2)

phi_k = np.arctan2(b_val, a_val)

coeffs.append((a_val, b_val, ck, phi_k))
return coeffs

# Rekonstrukcja

t_np = np.linspace(0, 2 * T_val, 10000)
n_harmonics = 10

coeffs = get_coeffs(n_harmonics)

f_recon = float(a0.subs(T, T_val))

for i, (ak, bk, ck, phik) in enumerate(coeffs):
# Wykorzystujemy postac amplitudowo-fazowa: ck * cos(k*w0*t -
— phik)
# Uwaga: phik z atan2(bk, ak) odpowiada przesunieciu w sSin/cos
k idx =1 + 1
f_recon += ck * np.cos(k_idx * (2 * np.pi / T_val) * t_np -
— phik)

# Wykres

plt.figure(figsize=(10, 5))

f_orig = np.where((t_np % T_val) < T_val / 2, 1, -1)
plt.plot(t_np, f_orig, "k--", label="Oryginal", alpha=0.3)
plt.plot(t_np, f_recon, label=f"Rekonstrukcja (N={n_harmonics})")
plt.title("Szereg Fouriera - faza i amplituda")

plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show()

3. Zadanie 3: Wykonaj analize widmowa (FFT) sumy dwo6ch sinuséw o réznych am-
plitudach i czestotliwosciach.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametry sygnalu

fs = 1000 # Czestotliwosc probkowania [Hz]
T =1.0 # Czas trwania sygnalu [s]

n = int(fs * T) # Liczba probek

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
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t = np.linspace(0, T, n, endpoint=False)

# Sygnal: suma dwoch sinusow (50Hz © 120Hz)

f1, £2 = 50, 120

y = 0.6 * np.sin(2 * np.pi * f1 * t) + 1.0 * np.sin(2 * np.pi * £2 *
- t)

# Obliczanie FFT
yf = np.fft.£ft(y)
xf = np.fft.fftfreq(n, 1 / £s)

# Widmo amplitudowe (normalizacja © branie tylko dodatnich
— czestotliwosci)

amplitude_spectrum = 2.0 / n * np.abs(yf[: n // 2])
frequencies = xf[: n // 2]

# Wykresy
plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.subplot(2, 1, 1)

plt.plot(t[:200], y[:200])

plt.title("Sygnal w dziedzinie czasu (fragment)")
plt.xlabel("Czas [s]")

plt.grid(True)

plt.subplot(2, 1, 2)

plt.stem(frequencies, amplitude_spectrum)
plt.title("Widmo amplitudowe (FFT)")
plt.xlabel("Czestotliwos¢ [Hz]")
plt.ylabel("Amplituda")

plt.x1im(0, 200) # Ograniczenie widoku dla czytelmnosci
plt.grid(True)

plt.tight_layout ()
plt.show()

4. Zadanie 4: Przeprowadz proébkowanie i rekonstrukcje sinc, wyznaczajac btad.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

f_sig = 2 # Czestotliwosé sygnatu badanego
fs = 20 # Czestotliwosé prébkowania sygnatu
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T_obs = 1.0 # Okres obserwacjt

t_fine = np.linspace(0, T_obs, 10000)
y_orig = np.sin(2 * np.pi * f_sig * t_fine)
t_samp = np.arange(0, T_obs, 1 / fs)

y_samp = np.sin(2 * np.pi * f_sig * t_samp)

y_rec = np.zeros_like(t_fine)
for i in range(len(t_samp)):
y_rec += y_samp[i] * np.sinc(fs * (t_fine - t_samp[il))

plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.subplot(2, 1, 1)
plt.plot(t_fine, y_orig, alpha=0.5)
plt.plot(t_fine, y_rec, "--")
plt.stem(t_samp, y_samp, "r")
plt.title("Rekonstrukcja")
plt.subplot(2, 1, 2)
plt.plot(t_fine, y_orig - y_rec, "r")
plt.title("Blad rekonstrukcji")
plt.tight_layout ()

plt.show()

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

f_sig = 2 # Czestotliwo$é sygnaiu badanego

fs = 20 # Czestotliwo$é probkowania sygnalu

T_obs = 1.0 # Okres obserwacjt

t_fine = np.linspace(0, T_obs, 10000)

# Ponizej sygnal prostokgtny z sinusa przez np.sign()
y_orig = np.sign(np.sin(2 * np.pi * f_sig * t_fine))
t_samp = np.arange(0, T_obs, 1 / fs)

# Ponizej sygnal prostokgtny z sinusa przez np.sign()
y_samp = np.sign(np.sin(2 * np.pi * f_sig * t_samp))

y_rec = np.zeros_like(t_fine)
for i in range(len(t_samp)):
y_rec += y_samp[i] * np.sinc(fs * (t_fine - t_samp[i]))

plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.subplot(2, 1, 1)
plt.plot(t_fine, y_orig, alpha=0.5)

plt.plot(t_fine, y_rec, "--")
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plt.stem(t_samp, y_samp, "r")
plt.title("Rekonstrukcja")
plt.subplot(2, 1, 2)

plt.plot(t_fine, y_orig - y_rec, "r")
plt.title("Blad rekonstrukcji")
plt.tight_layout ()

plt.show()
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5 Projekt

— 2

Na podstawie numeru zadania dla ¢wiczenia laboratoryjnego ,,Pomiary w dzie-
dzinie czestotliwosci”, wyciggnij zadang funkcje z pliku Dane do ¢wiczenia
, ,Pomiary sygnatéw w dziedzinie czestotliwosci’’. Wyprdbuj obie me-
tody: analityczng i numeryczng wyznaczenia wspotczynnikéw ak, bk oraz ck
i przesuniecia fazowego. Prawidtlowo wyznaczone ck i przesuniecia fazowe po-
zwolg na wykonanie symulacji w programie Multisim oraz wykonanie ¢wiczenia
laboratoryjnego na przyrzadzie ,,Sumator Widm”.

N\

J

Wspotezynniki ak,bk szeregu sinuséw i cosinuséw mozna wyznaczy¢ metodami analitycz-

nymi, chociaz nie zawsze jest to mozliwe. Kod do obliczen przedstawia listing 5.1.

Obliczenie wszystkich harmonicznych metoda analityczna, zwtaszcza w przy-
padku funkcji roztozonych na przedziaty, moze zaja¢ nawet kilkanascie minut!

W niektérych przypadkach catkowanie metoda analityczng nie bedzie mozliwe
w ogoble. Pozostaje wtedy zastosowanie catkowania numerycznego, ale nalezy
pamig¢ta¢ o wykluczeniu z catkowania punktow osobliwych, gdyz numeryczny
algorytm catkujacy nie bedzie w stanie poradzi¢ sobie z nieskonczonosciami.

import sympy as sp

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import time

def calculate_fourier_series(func_expr, var, period, n_harmonics):
nimnn

Oblicza wspdétczynniki szeregu Fouriera dla zadanej funkcjt.

T = period
omega = 2 * sp.pi / T

]
(]
(]

a_coeffs
b_coeffs
c_coeffs
phases = []
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# Obliczanie a0

a0 =

(2 / T) * sp.integrate(func_expr, (var, 0, T))

a_coeffs.append(float(al.evalf()))
b_coeffs.append(0.0)
c_coeffs.append(float(al.evalf()))
phases.append(0.0)

print (f"0Obliczanie {n_harmonics} harmonicznych...Cierpliwie

—

for

poczekaj.")

k in range(1l, n_harmonics + 1):
print(£"0bliczam {k} harmoniczna.", end="")
start = time.perf_counter()
ak = (2 / T) * sp.integrate(
func_expr * sp.cos(k * omega * var), (var, 0, T)
)
bk = (2 / T) * sp.integrate(
func_expr * sp.sin(k * omega * var), (var, 0, T)

)

ak_val = float(ak.evalf())

bk_val = float(bk.evalf())

ck_val = np.sqrt(ak_val**2 + bk_val**2)
pk_val = np.arctan2(bk_val, ak_val)

a_coeffs.append(ak_val)

b_coeffs.append(bk_val)

c_coeffs.append(ck_val)

phases.append (pk_val)

end = time.perf_counter ()

print(f" <- Wykonanie trwalo {(end - start):.1f} s.")

return a_coeffs, b_coeffs, c_coeffs, phases

def main():

X =

sp.Symbol("x")

# Definicja funkcji przedziatami:
# 0 dla (0, 1/6)

# sin(3*pi*(x-1/6)) dla [1/6, 5/6]
# 0 dla (5/6, 1]

f_x = sp.Piecewise(
0, x<1/86)),
(sp.sin(3 * sp.pi * (x -1/ 6)), (x> 1/6) & (x <=5/ 6)),
(0, x >5/ 6),
)
E i Remmspotecncss [ e e o Politechnika Warszavska
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T_val = 1.0 # Okres
N = 10 # Liczba harmonicznych

print (f"Funkcja: Piecewise defined")
print (f"Okres T = {T_val}, Liczba harmonicznych N = {N}")

# Obliczenia
a, b, c, phi = calculate_fourier_series(f_x, x, T_val, N)

# Tabela
headers = ["k", "ak", "bk", "ck (Amplituda)", "yk (Faza)"]
print ("\nTabela wsp6étczynnikéw:")
print(
f"{headers[0] :<4} | {headers[1]:<8} | {headers[2]:<8} |
. {headers[3]:<15} | {headers[4]:<15}"

s 7

Otwartoé¢. Modernizacja. Nowoczesno$¢. Integracja. Spoteczno

)
print("-" * 75)
for k in range(len(a)):
phi_pi = phi[k] / np.pi
phi_str = f"{phi_pi:.4f} * pi" if abs(phi[k]) > 1le-9 else "0.0000"
print(
f'{k:<4} | {alk]:<8.4f} | {blk]:<8.4f} | {c[k]:<15.4f} |
— {phi_str:<15}"

# Dane do wykresu

x_vals = np.linspace(0, T_val, 1000)

# Uzywamy modules='numpy' dla Ptecewise (sp.lambdify to obsluguje)
f_num = sp.lambdify(x, f_x, modules=["numpy"])

y_orig = f_num(x_vals)

s 7

omega_val = 2 * np.pi / T_val
y_fourier = np.full_like(x_vals, a[0] / 2)

for k in range(l, N + 1):
y_fourier += c[k] * np.cos(k * omega_val * x_vals - philk])

# Wykres

plt.figure(figsize=(12, 8))

plt.plot(
x_vals, y_orig, "k-", label="Oryginalna f(x)", linewidth=3,
— zorder=10

plt.plot(
x_vals,
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez . .
E dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska Politechnika Warszawska
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y_fourier,
Nyp——n ,
label=f"Suma szeregu (N={N})",
linewidth=2,

zorder=11,

k in range(1, N + 1):
if c[k] > 0.01: # tylko istotne dla czytelnoScs
y_k = c[k] * np.cos(k * omega_val * x_vals - phil[k])

plt.plot(
x_vals, y_k, alpha=0.4, linewidth=1, label=f'"Harmoniczna
o  k={k}"

)

if abs(al[0]) > 1le-4:

plt.axhline(

y=al0] / 2,

color="gray",

linestyle=":",

label="Sktadowa stata a0/2",

)
plt.title("Szereg Fouriera dla funkcji zdefiniowanej przedziatami")
plt.xlabel("x"
plt.ylabel("y")
plt.legend(bbox_to_anchor=(1.05, 1), loc="upper left")
plt.grid(True, linestyle="--", alpha=0.5)
plt.tight_layout()
plt.show()
if __name__ == "__main__":

main ()

Kosztem utraty doktadnosci, w szczegdélnosci w przypadkach ekstremalnych, mozna wy-

korzystac¢ catkowanie numeryczne, ktére wykona sie btyskawicznie. Kod przedstawiono na
listing’u 5.2.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import quad
import time

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska

Plac Politechniki 1
00-661 Warszawa
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def calculate_fourier_series_num(func, period, n_harmonics):

nmnn

Oblicza wspoélczynniki szeregu Fourtera metodg numeryczng (quad).

T = period
omega = 2 * np.pi / T

a_coeffs = []
b_coeffs = []
c_coeffs = []
phases = []

# Obliczante a0

# a0 = (2/T) * integral (f(z) dx) from O to T
res_a0, _ = quad(func, 0, T)

a0 = (2 / T) * res_a0

a_coeffs.append(a0)
b_coeffs.append(0.0)
c_coeffs.append(al)
phases.append(0.0)

print (f"Obliczanie {n_harmonics} harmonicznych (numerycznie)...")

for k in range(l, n_harmonics + 1):
print (£"0Obliczam {k} harmoniczng.", end="")
start = time.perf_counter()

# Definicje funkcji podcatkowych dla ak 7 bk
def integrand_a(x):
return func(x) * np.cos(k * omega * x)

def integrand_b(x):
return func(x) * np.sin(k * omega * x)

ak_res, _ = quad(integrand_a, 0, T)
bk_res, _ = quad(integrand_b, 0, T)
ak = (2 / T) * ak_res

bk (2 / T) * bk_res

ck = np.sqrt(ak**2 + bk**2)
pk = np.arctan2(bk, ak)

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez Politechnika Warszawska
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a_coeffs.append(ak)

b_coeffs.append(bk)

c_coeffs.append(ck)

phases . append (pk)

end = time.perf_counter ()

print(f" <- Wykonanie trwalo {(end - start):.1f} s.")
return a_coeffs, b_coeffs, c_coeffs, phases

def f_test(x):
Funkcja zdefiniowana przedziatamt:
0 dla (0, 1/6)
sin(3*pi*(z-1/6)) dla [1/6, 5/6]
0 dla (5/6, 1]
if 1 /6 <=x <=5/ 6:
return np.sin(3 * np.pi * (x - 1 / 6))
else:
return 0.0

s 7

Otwartoé¢. Modernizacja. Nowoczesno$¢. Integracja. Spoteczno

def main():
T_val = 1.0
N = 10

print(f"Obliczenia dla funkcji przedziatowej (okres T={T_val})")

# Obliczenia numeryczne
a, b, c, phi = calculate_fourier_series_num(f_test, T_val, N)

s 7

# Tabela
headers = ["k", "ak", "bk", "ck (Amplituda)", "yk (Faza)"]
print ("\nTabela wspétczynnikéw (numerycznie):")
print(
f"{headers[0] :<4} | {headers[1]:<8} | {headers[2]:<8} |
— {headers[3]:<15} | {headers[4]:<15}"
)
print("-" * 75)
for k in range(len(a)):
phi_pi = phi[k] / np.pi
phi_str = f"{phi_pi:.4f} * pi" if abs(phil[k]) > 1le-9 else "0.0000"
print(
f'{k:<4} | {alk]:<8.4f} | {b[k]:<8.4f} | {c[k]:<15.4f} |
— {phi_str:<15}"

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez Politechnika Warszawska
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# Dane do wykresu
x_vals = np.linspace(0, T_val, 1000)
y_orig = np.array([f_test(val) for val in x_vals])

omega_val = 2 * np.pi / T_val
y_fourier = np.full_like(x_vals, a[0] / 2)

for k in range(l, N + 1):
y_fourier += c[k] * np.cos(k * omega_val * x_vals - phil[k])

# Wykres

plt.figure(figsize=(12, 8))

plt.plot(
x_vals, y_orig, "k-", label="Oryginalna f(x)", linewidth=3,
— zorder=10

)
plt.plot(
x_vals,
y_fourier,
Ly —] ,
label=f"Suma szeregu (N={N})",
linewidth=2,
zorder=11,
)

for k in range(l, N + 1):
if c[k] > 0.01:
y_k = c[k] * np.cos(k * omega_val * x_vals - phil[k])

plt.plot(
x_vals, y_k, alpha=0.4, linewidth=1, label=f'"Harmoniczna
o  k={k}"

)

if abs(al[0]) > 1le-4:
plt.axhline(
y=al0] / 2,
color="gray",
linestyle=":",
label="Sktadowa stata a0/2",

Otwartosc¢. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spoteczno

plt.title("Szereg Fouriera - Catkowanie Numeryczne (scipy.quad)")
plt.xlabel("x"

plt.ylabel("y")

plt.legend(bbox_to_anchor=(1.05, 1), loc="upper left")
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E dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska

Plac Politechniki 1
00-661 Warszawa

www.pw.edu.pl

15 / 20



OMNIS D

‘Q
‘)
plt.grid(True, linestyle="--", alpha=0.5)
plt.tight_layout()
plt.show()
if __name__ == "__main__":
main()

Warto wiedzieé <

o Wyznaczone wspotezynniki ¢, 1 przesuniecia fazowe ¢, dotycza sygnatow typu
w cos(). Przesuniecia fazowe sa we wzorze (2) z minusem! Warto sprawdzi¢ jakie
przesuniecie jest wypadkowe po podstawieniu wartosci. Zazwyczaj w generato-
rach sygnalu, w symulacji mamy do czynienia z funkcjami sin(). Aby przedsta-
wié¢ funkcje cos() wykorzystujac funkcje sin() nalezy dodaé przesuniecie fazowe
2, czyli dodaé 90°.
& J

Symulacje Transient w Multisim, ztozenia sygnatu z sygnatéw sinusoidalnych o kolejnych
czestotliwodciach harmonicznych przedstawia rys. 1

Grapher View o X vp
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Rysunek 1: Multisim: Symulacja ztozenia sygnatéw sinusoidalnych o kolejnych 10 czesto-
tliwosciach harmonicznych z wykorzystaniem uktadu sumatora na wzmacniaczu operacyj-
nym TLO71. Na rysunku przedstawiony tylko fragment schematu z pierwszymi czterema
generatorami. Czestotliwo$¢ podstawowa ustawiono na f0=500 Hz.
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6

Pytania kontrolne i odpowiedzi

. Pytanie: Jakie warunki musi spelnia¢ funkcja, aby mozna jg bylo roztozy¢

na szereg Fouriera?
Odpowiedz: Funkcja f(t) musi speliaé¢ tzw. warunki Dirichleta:

e Musi by¢ okresowa.
e W obrebie jednego okresu musi by¢ bezwzglednie catkowalna ([ |f(¢)|dt < 00).

e Musi mie¢ skonczona liczbe ekstreméw lokalnych (maksiméw i miniméow) w
jednym okresie.

e Musi mieé¢ skonczona liczbe punktéw nieciaglosci pierwszego rodzaju (skoko-
wych).

Dla sygnatow rzeczywistych wystepujacych w technice warunki te sg niemal zawsze
spekione.

. Pytanie: Czy przebieg o dyskretnym widmie czestotliwoSciowym musi

by¢ okresowy?

Odpowiedz: Tak. Dyskretne (prazkowe) widmo czestotliwosciowe jest bezposred-
nia cechg sygnaléw okresowych. Jesli widmo sktada si¢ z odizolowanych pikow”
o czestotliwosciach bedacych wielokrotnosciami czestotliwo$ci podstawowej fy, to
sygnal w dziedzinie czasu powtarza sie co T' = 1/ f;. (Wyjatkiem sa sygnaly quasi-
okresowe, gdzie stosunki czestotliwosci sg niewymierne, ale w klasycznej analizie
Fouriera przyjmujemy te zasade).

. Pytanie: Jakie sg ograniczenia syntezy zadanego przebiegu za pomoca

wykorzystywanego sumatora harmonicznych?
Odpowiedz:

e Liczba harmonicznych: Sumator ma tylko 10 sktadowych. Sygnaly o ostrych
krawedziach (np. prostokat, pitla) wymagaja teoretycznie nieskoriczonej liczby
harmonicznych dla idealnego odwzorowania.

e Pasmo przenoszenia: Uklady sumujace maja skoriczone pasmo (BW), co
moze ttumi¢ wyzsze harmoniczne.

e Precyzja nastaw: Potencjometry majg ograniczong rozdzielczo$¢, co utrudnia
idealne ustawienie fazy i amplitudy.

e Szumy i znieksztalcenia: Kazdy stopien wzmacniajacy w sumatorze wpro-
wadza wlasne szumy i nieliniowoS$ci.

. Pytanie: Jak na ekranie oscyloskopu odczytaé¢ fazy sktadowych?

Odpowiedz: Faz¢ odczytujemy poréwnujac sktadows k-ta z sygnalem odniesienia
(np. harmoniczna podstawowa k = 1). Mierzymy czas At miedzy odpowiadajacymi
sobie punktami (np. przejscie przez zero w gore) obu przebiegéw. Przesuniecie fazowe
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7

w stopniach wynosi:

_ 4t 360°
Pk = T,
gdzie T}, to okres k-tej harmonicznej. Alternatywnie mozna uzy¢ krzywych Lissajous

(tryb X-Y oscyloskopu).

. Pytanie: Jak nalezy regulowaé fazy skladowych fourierowskich?

Odpowiedz: Regulacja odbywa sie za pomocg dedykowanych potencjometrow fazy
w sumatorze. Nalezy pamietac, ze zmiana fazy k-tej harmonicznej o kat ¢ przesuwa
ja w czasie o At = ¢/(kwy). W praktyce dazy sie do takiego ustawienia, aby suma
sktadowych tworzyla pozadany ksztalt (np. wszystkie sinusy startujace w zerze dla
symetrii nieparzystej).

Pytanie: Czym spowodowane jest odchylenie otrzymanego ksztaltu zre-
konstruowanej funkcji od zalozonego?
Odpowiedz:

e Blad obcigcia (truncation error): Brak harmonicznych powyzej 10-tej (naj-
wazniejszy czynnik).

e Zjawisko Gibbsa: Charakterystyczne oscylacje przy nieciggtos$ciach, ktérych
nie da sie wyeliminowa¢ sumujgc skonczong liczbe fal sinus.

e Niedokltadno$¢ kalibracji: Bltedy w ustawieniu amplitud i faz przez opera-
tora.

e Wplyw aparatury: Niedoskonaltosci sumatora i oscyloskopu (np. przesuniecia
fazowe wprowadzane przez same wzmacniacze operacyjne urzadzenia).

Podsumowanie 1 wnioski

Whnioski z ¢éwiczenia powinny obejmowaé analize wptywu liczby harmonicznych na ja-
kosé rekonstrukeji sygnatu oraz poréwnanie wynikéw uzyskanych analitycznie (Python) z
wynikami eksperymentalnymi (sumator i oscyloskop).

Informacje dodatkowe .

Wiecej informacji dostepne jest na naszym Moodle: https://study.engined.
eu/mod/lesson/view.php?id=784. W szczegdlnosci polecam zajrze¢ do fil-
miku z symulacjami w LTSpice na stronie: https://study.engined.eu/mod/
lesson/view.php?7id=785. Mozna go takze obejrze¢ bezposrednio na serwisie
Youtube: https://www.youtube.com/watch?v=RmC6vepoNwc.

7.1

Wymagane oprogramowanie

Do wykonania ¢wiczenia wymagany jest NI Multisim, Jupyter-lab i Python 3 z zainsta-
lowanymi modutami:
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Sympy — do obliczen symbolicznych i transformat,

sC.
[ [ ]

Matplotlib — do wizualizacji wynikow,

Numpy — do podstawowych struktur danych,

Scipy — do obliczen na sygnatach

s 7
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